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Resumen

En este trabajo presentamos una extensién de la teoria de las Gro-
mdticas Categoriales (GC) que se puede resumir en el slogan: Gramd-
ticas Categoriales + relacién de orden parcial (GC<). Pretendemos
que esta extensién popularice su utilizaci6n.

También analizamos la relacién entre las GC< y cierto subconjunto
de las gramaticas independientes de contexto (GIC), para lo cual hemos
desarrollado un modelo algebraico comiin a ambas teorfas (con una
posible ampliacién a las gramaticas sensibles al contexto GSC). Con
esto pretendemos constatar la equivalencia de ambos formalismos en
su poder generativo fuerte.

El modelo puede entenderse como una fundamentacién algebraica
de las graméticas categoriales con una clara inspiraci6n intuitiva; de
forma que las reglas de inferencia de las GC se pueden deducir de la
construccién matem4atica del modelo.

Una caracteristica importante de la teorfa es que durante el desa-
rrollo se separan las propiedades que dependen, exclusivamente, de la
naturaleza de la informacién lingitistica de aquellas propiedades que
dependen de caracteristicas especificas de cada lenguaje.

Palabras clave: Gramaticas categoriales. Modelos matemdticos de
graméticas. Gramiticas independientes de contexto. Teoria de la in-
formacion. Dominios de Scott.
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1 Introduccién

Presentamos, en este articulo, una extensién de la teoria de las graméticas
categoriales (GC) que ha surgido al investigar la relacién entre las GC y
las gram4ticas independientes de contexto (GIC) y, en concreto, al intentar
establecer un algoritmo automatico para pasar las descripciones gramaticales
de uno a otro formalismo.

Durante la investigacién encontramos que las GIC son un formalismo
mds potente que las GC debido a dos razones:

e Las GIC no son capaces de discriminar entre gramdticas significativas
y gramdticas no significativas (desde un punto de vista lingiiistico).
Esta no es una caracteristica deseable a un formalismo.

» Existe un fenémeno de jerarguia en las GIC relacionado con la heren-
cia entre categorias sintdcticas y con la naturaleza incompleta de la
informacién lingiiistica. Fenémeno que no aparece en las GC. Esto
hace que las GIC sean m4s intuitivas y ficiles de utilizar que las GC.
Como resultado proponemos una extensién a las GC en la que se les
dota de la relaci6n jerdrquica que les falta.

Recordemos que, en el formalismo de las GC, la informacién grama-
tical est4 restringida al lexicén mientras que las reglas de deduccién
proporcionan, exclusivamente, la légica de la operacién de concate-
nacién entre las categorfas sintdcticas, pero sin reflejar ningun tipo
de conocimiento gramatical de ninguna lengua concreta. Proponemos
incluir cierto conocimiento gramatical en forma de una relacién de or-
den parcial. Esta informacién emergerd hasta las propias reglas de
deduccién a través de la maquinaria de subsuncién de categorias.

La relacién de orden est4 definida mediante dos teorias diferentes: Una
teorfa de la légica subyacente a la operacién de concatenacién de es-
tructuras sintdcticas, y otra teoria jerarquica que refleja conqcimientos
sintdcticos especfficos de la lengua concreta que estemos considerando.

Vamos a comenzar, pues, analizando la réla.cién entre las GIC y las GC.
Después construiremos un modelo algebraico para las GIC {con una posible
ampliaci6n a las GSC) para, a continuacién, proponer la mencionada exten-
sién para las GC (GC<). Esta extension surge al utilizar una especializacién
del modelo algebraico desarrollado para las GIC como modelo para las GC.
Es decir, utilizamos un modelo algebraico comiin para la extension GCcy
para aquellas GIC que cumplan ciertas restricciones matem4ticas. De esta
manera se comprueba la equivalencia de ambos formalismos (en el poder
generativo fuerte).
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2 Sobre la relacién entre las GC y las GIC

En la literatura podemos encontrar que se ha intentado establecer, repetidas
veces, la relacién entre las gramiticas independientes de contexto (GIC) y
las gramdticas categoriales (GC). Esta empresa se remonta a los afios 1960
y 1966 con la llamada “Conjetura de Chomsky” que afirma que el célculo de
Lambek reconoce, justamente, los lenguajes independientes de contexto [5).
Véase Bar-Hillel (3], Buszkowski [4] ¥ su bibliografia, Van-Benthem [18], y
mds recientemente Pentus [13].

Por un lado las GIC son las mas utilizadas en la pré,ctlca, tanto para
describir lenguajes formales como para describir lenguajes naturales (estdn
mejor estudiadas y sabemos c6mo construirlas de manera que recojan las
propiedades deseadas como asociatividad, prioridad etc.), mientras que las
GC tienen un fuerte atractivo teérico que permite manejar sus propieda-
des de forma abstracta y realizar demostraciones basadas en razonamientos
algebraicos. Descubrir cual es la relacién en el poder expresivo de ambas
gramdticas permitiria utilizar el formalismo descriptivo adecuado con cono- ,
cimiento de causa.

Generalmente se acostumbra a sefialar que las gramiticas categoriales
tienen el mismo poder generativo débil que las gramdticas independientes
de contexto. Esto quiere decir que ambas son capaces de generar las mismas _
cadenas superficiales. ]

El tema es complejo. Por ejemplo, en Bar-Hillel y colaboradores [3] se
demuestra que el cdiculo de Lambek monodireccional es equivalente, en ca-
pacidad generativa débil, a las GIC; pero en Van-Benthem [18] podemos
encontrar que al anadir la regla de permutacién al anterior cédlculo de Lam-
bek se pueden reconocer gramaticas que no son independientes de contexto.

No obstante no nos basta con la capacidad generativa débil, y querrfamos
conseguir que a la misma cadena se le asigne el “mismo significado”. Uno
de los problemas es que no est4 claro el sentido que tenga la palabra “signi-
ficado”. Es la idea subyacente al poder generativo fuerte pero este concepto
solo estd bien definido para gramdticas transformacionales y, aunque podria
ampliarse para gramdticas del mismo tipo, se presentarian problemas en el
caso de dos formalismos diferentes.

Nuestra idea es que, tal y como afirman Wilks [19] y muchos otros, el
andlisis sintdctico es, fundamentalmente, una cuestién de asignar estructu-
ras semdnticas a los textos. Si utilizamos el principio de composicionalidad
semdntica, las estructuras seménticas se obtienen a partir de las estructuras
sintdcticas. Es decir, en el caso de las gram4ticas independientes de con-
texto, la semdntica se obtiene a partir del 4rbol de andlisis. En el caso de
las gram4ticas categoriales, en que se suele manejar simultaneamente una
componente sintdctica y otra semdntica (el etiquetado), esto es mds que
evidente.

Como no nos basta con tener la misma capacidad generativa, en sentido
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débil, y queremos que también se mantenga la semantica (aunque esto no
estd bien definido para formalismos diferentes), proponemos otro concepto
que esperamos esté estrechamente relacionado. Lo que necesitamos es un
modelo Gnico, y no trivial, valido tanto para las GIC como para las GC.
Este modelo debe reflejar todas las propiedades de ambos formalismos.
Buscaremos un algoritmo para construir este modelo. Notar que estamos
hablando de una relaci6én entre formalismos, y no entre gramaticas.

3 La estructura de la informacion lingiiistica

Antes de construir el modelo vamos a analizar la estructura matemastica de
la informacién lingiiistica.

1. Cousideremos el conjunto BASCAT de categorfas sintdcticas bésicas.
. Este conjunto estaria formado, por ejemplo, por las categorias {O, SN,
SV, 8Adj, N, ..., T, 1, £ }, correspondientes a oracién, sintagma nomi-
nal, sintagma verbal, sintagma adjetival, nombre comiin ... respectiva-
mente, y las categorfas correspondientes a top, bottom y cadena—vacia
que estdn explicadas més adelante.

2. A continuacién consideremos el conjunto BASCAT™, formado por la
clausura inductiva del conjunto BASCAT bajo la operacién de conca-
tenacién (-).

I AR T T O

Pediremos que esta operacién de concatenacién (-) sea asociativa:

(z-y)-z2=2-(y-2)

Si estamos de acuerdo, con Pollard y Sag [15]; Shieber [17]; Daelemans,
De Smedt y Gazdar {7}, y muchos otros; en que la informacién lingiifstica es
de naturaleza incompleta, que viene dada por restricciones, y que existe un
fenémeno de categorizacién y subcategorizacién en el que se observa el efecto
de herencie; entonces podriamos definir un orden parcial en este conjunto
BASCAT™ intentando capturar el sentido intuituivo de informacién mas o
menos definida.

3. Para establecer una relacién de orden, comenzaremos definiendo un
elemento inicial maximo llamado top, T € BASCAT, que representa-
ria la ausencia total de informacién lingiifstica {nuestra cadena puede
pertenecer a cualquier categoria posible).

Alir obteniendo mds informacién, mediante restricciones y otros meca-
nismos lingiifsticos, irfamos restringiendo més y més las posibles ca-
tegorias compatibles con nuestro sistema. Asi irfamos avanzando en
sentido descendente en el espacio BASCAT™.
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4. También definimos un elemento terminal minimo bottom, L € BASCAT,
que se supone representa el exceso de informacién (la informacién con-
tradictoria, no existe ninguna categoria compatible con ella).

la categorfa bottom se propaga respecto a la operacién de concatena-
cién:

l-z=2-1=1; Yz € BASCAT*

5. En el conjunto BASCAT™ definimos una relacién de orden parcial = >
y con el significado de informacién compatible y méas o menos definida.
En nuestro caso la categoria z serfa compatible con la categoria y pero
z m4s general que y (y mis definida que x).

Pediremos-por definicién—que la relacién de orden sea isétona respecto
a la operacién de concatenacién. Es decir, que si se cumple que y > z,
entonces Vz se debe cumplir que: z-y > x-2; yque: y- 2> z-%.

6. La relacién de orden parcial establecia por los puntos anteriores, es tal
que nos permite definir la operacién #nfimo (A). Dos categorias cua-
lesquiera = e y pertenecientes a BASCAT® siempre tienen un infimo,
T Ay, aunque este puede ser bottom, L.

Este elemento representa la categoria mas general de las que son com-
patibles con la informacién suministrada por = e ¥.

7. Andlogamente podemos definir, en el conjunto BASCAT, otra opera-
cién (V) Hamada supremo. Dos categorias cualesquiera z e y siempre
tienen un supremo, z V y, aunque este puede ser top, T.

8. Podemos considerar una categoria especial llamada £ (que no tiene
representacién externa), y que es el elemento neutro para la concate-
nacién: z-{ =§-r=1.

La relacién de orden parcial establecida mediante los anteriores puntos
(3) al (8), dotan al conjunté BASCAT™ de una estructura de reticulo. Nues-
tra particular fuente de inspiracién en este caso han sido, entre otros, los
trabajos de Hassan Ait-Kaci y, en concreto, los sorts de su lenguaje Life
(véase por ejemplo (1)), asi como los sistemas de informacién de Dana Scott
[16].

A dicha relacién de orden le lamaremos orden de le ldgica subyacente, y
solamente refleja conocimientos generales sobre la estructura incompleta de
la informacién lingiiistica; pero no incluye ningin conocimiento especifico
de ninguna lengua concreta. Es necesaria informacién adicional que vendra
expresada mediante restricciones extras (una teoria que se construye sobre
los objetos dotados ya de un orden subyacente).

La forma concreta que adopten las restricciones variard dependiendo
de cada teorfa gramatical. Asf podrian adoptar la forma de ecuaciones,
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9.

10.

inecuaciones, pertenencia a un conjunto... etc. Cada forma de expresar las
restricciones tendr4 su expresividad y su dificultad de implementacién sobre
un ordenador pero, por ahora, estos problemas no son relevantes.

Unas de las restricciones mis importantes, y que llamaremos restric-
ciones jerdrquicas, tienen la forma de inecuaciones entre categorias del
espacio BASCAT* — es decir, tienen la forma z > y, donde z, e
¥ pertenecen a BASCAT" — intentando reflejar el fenémeno de la
Jerarguia y herencia en la informacién lingiiistica.

No todas las restricciones que podamos inventarnos son lingiifstica-
mente vilidas. '

Si definimos un semireticulo, como un conjunto ordenado que tiene
definida la operacién de infimo (A) para cualesquiera dos elementos.
Entonces, como una exigencia muy importante, pediremos que las res-
tricciones jerdrquicas sean compatibles con el orden de la 16gica subya-
cente (es decir, que la operaci6n de concatenacién siga siendo is6tona),
¥y que el conjunto BASCAT™ tenga la estructura de semireticuloa.

En el capitulo siguiente ahondaremos en este tema.

En el caso de que pidiésernos que la estructura resultante fuese también
cerrada respecto a la operacién de supremo V (es decir, que adoptara
la estructura de reticulo), entonces conseguiriamos que la gramdtica
no fuese ambigua (aunque el requisito primero es m4s fuerte que el
tiltimo),

Definimos un ideal,, I, como un subconjunto I C A, tal que:

a) si z € I, entonces para Vk € A tal que ¥ < y se debe cumplir

- necesariamente que k € T,

b) I es cerrado respecto a la operacion de fnfimo, A. Notar que no
exigimos que sea cerrado respecto a la operacién de supremo, V (como
es lo habitual).

En nuestra estructura de reticulo, toda categoria, z, genera un ideal,.
Utilizaremos la notacién A(e) para referirnos al ideal, generado por
a.

Cuando afirmamos que una cierta cadena de simbolos pertenece a la
categoria sintictica, z, en realidad queremos decir que pertenece al
ideals generado por z, que est4 formado por todas las categorias sin-
tacticas compatibles con ella.

De esta manera definiremos el conjunto CA7T, de categorfas sintdc-
ticas, como el conjunto formado por los ideales, de BASCAT*. El
conjunto CA7 es también un conjunto ordenado, pero bajo la relacién
de inclusion.

147
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En lo sucesivo, cuando hablemos de una cierta categoria sintdctica,
en realidad nos referiremos al conjunto CAZ7. No obstante, debido
a que existe una correspondencia biunivoca entre los elementos de
BASCAT™ y sus ideales, principales generados por estos elementos,
a menudo abusaremos un poco del lenguaje hablando de una cierta
categoria del conjunto BASCAT™ cuando, en realidad, nos referimos
al ideal, principal generado por dicha categoria. Esperemos que este
abuso del lenguaje no cause confusién y que su significado esté siempre
claro por el contexto.

4 Lecturade una GIC como relacién de orden par-
cial: Modelo algebraico para las GIC

Creemos que la dificultad que ha existido al intentar encontrar una relacién
entre las GIC y las GC se debe a la falta de formalizacién de las primeras.
En efecto; es conocido que la notacion de las GIC tiene su inspiracién en la
légica y concretamente en la tecria de los sistemas combinatorios de Post
(por ejemplo, Chomsky en [6)(pp:8-9) hace referencia a ella, y Backus en [2]
admite haberla utilizado), pero aun asi su relacién con la légica no est4 cla-
ra. Pereira y Warren en {14] formalizan un sistema deductivo relacionando
el an4lisis sintdctico con la demostracién de un teorema y proporcionando
una regla de inferencia (la deduccién de Earley); pero no relacionan la gra-
mitica, en sf, con ningin sistema l6gico conocido. Pertee y colaboradores
en [12}(pp:435) afirman, d4ndolo por hecho de todos conocido, que una gra-
mdtica formal es, simplemente, un sistema deductivo formado por axiomas
¥ reglas de inferencia, pero fallan en describirlo y en relacionarlo con otros
sistemas deductivos conocidos, mientras que Deransart y colaboradores en
18] intentan el camino contrario; relacionar la légica con las gramaticas. La
formalizacién mds completa, en este sentido y de la que tenemos conoci-
miento, se puede encontrar en unas cuantas lineas de Lambek [10], aunque
nosotros seguiremos nuestro propio sistema.

Aunque la ecuacién, gramdtica=sistemna deductivo, es perfectamente v4-
lida, creemos que ha oscurecido un poco la naturaleza de las GIC. Propo-
nemos otro enfoque, el de gramdtica=relacién de orden parcial, que aunque
equivalente al anterior (un sistema deductivo en el que se admite la regla
del corte establece una relacién de orden parcial) esperamos sea m4s ilumi-
nador ya que permite observar con més claridad que se suelen manejar dos
sistemas deductivos superpuestos: la gramdtica en si, y el mecanismo para
el an4lisis sintdctico.

Dada una gramitica independiente de contexto formada por la tupla:
{T, N, S, P}, donde:

e T es el conjunto de tokens (simbolos terminales).
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N es el conjunto de sfmbolos no terminales.
S es un elemento distinguido del conjunto NV (el simbolo inicial).
P es un conjunto de reglas de la forma: A4 — a. con o € (TUN)*

Podemos admitir un token especial, £, que no tiene representacién
externa.

Proponemos la siguiente lectura:

1

Formemos el conjunto de categorias sinticticas b4sicas, BASCAT —
TUNU{L, T}, y el conjunto BASCAT+ mediante la clausura indue-
tiva de BASCAT bajo la operacidn de concatenacién (-) que podemos
Suponer asociativa, y dotemos a este conjunto de una relacién de orden
parcial tal y como est4 descrito en 1a seccién anterior.

Las reglas de una GIC de la forma: 4 — T1 T2 ... zp hay que
entenderlas asi: 4 > ((((z; - z3) “Z3)-...)-Tp)

Y una regla de la forma: 4 — o | B, come dos restricciones diferentes:
AZ2a yA>pf. Estableciendo una relacién de orden entre ambas
categorias (relacién debida a las restricciones gramaticales). Es decir,
estableciendo una teorfa que se superpone al orden parcial de la légica
subyacente que poseiamos antes.

Al order definido por esta lectura de las reglas de una GIC le llama-

remos orden de las restricciones jerdrquicas, y refleja conocimientos
concretos de cada lenguaje.

Ahora definimos el espacio de las categorias sintdcticas CAT como el
conjunto de los ideales, del conjuntoc BASCAT* bajo la relacién de
orden definida por: el orden de 1a légica subyacente, y por el orden de
las restricciones jerdrquicas. El conjunto CAT estd ordenado bajo la

-

relacién de inclusién y tiene estructura de semireticulo,.

Aunque en una gramitica independiente de contexto no se suelen admitir
mas limitaciones sobre las formas de las reglas gramaticales que el que la
cabecera esté formada por un 1inico simbolo no terminal, y el Cuerpo por una
cadena de simbolos terminales ¥ no terminales; con estas tinicas condiciones
se pueden escribir gramaiticas sin sentido lingiifstico.

Cabe preguntarse: ;Qué condiciones deben exigirse a una GIC para que
ésta tenga una posible realizacién lingtifstica? (entendiendo por ello que
describa algiin lenguaje, bien sea natural o formal, que se pueda utilizar
para comunicar alguna informacién). Nuestra conjetura es que:

La teorfa establecida por las restricciones jerdrquicas defina una rela-
cién de orden parcial compatible con el orden de la légica subyacente

149 .
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de forma que la operacién de concatenaci6n siga siendo is6tona y que
se obtenga la estructura de semireticuloa.

» También deben cumplirse los requisitos llamados regla de particion y
regle de aplicacidon directa e inversa explicados en la seccién siguiente.

De ser esta conjetura cierta nos permitirfa caracterizar, de una manera
sencilla e intuitiva, a aquellas gramadticas que son lingiiisticamente significa-
tivas; lo cual es mucho m4s dificil de conseguir utilizando exclusivamente la
notacién de las GIC. Es decir, el formalismo de las GIC resulta demasiado
potente. Hay que notar que una buena teoria no debe admitir cualquier fe-
némeno si no que debe abarcar, de una manera simple, a aquellos fen6menos
que son significativos y rechazar los que no lo son.

Esta teoria puede ser ampliada a las gramiticas sensibles al contexto
pero, en este caso, habria que tener muy en cuenta a la propiedad de isotonia
de la operacién de concatenacion para que la nueva teoria sea compatible
con la légica subyacente.

5 Fundamentacién algebraica de las GC<: Modelo
algebraico para las GCc

Ya hemos visto un algoritmo por el que, a partir de una gramitica indepen-
diente de contexto (que cumple ciertos requisitos), se obtiene un conjunto de
categorias, BASCAT¥, formado por la clausura inductiva del conjunto de
categorias sinticticas bésicas y la operacién de concatenacién. A partir de
él se construye el conjunto CA7 de categorias gramaticales constituido por
los idealesa del conjunto anterior. Falta relacionar este conjunto C.A7 con
el que se suele utilizar en el formalismo de las gram4ticas categoriales. Estas
tiltimas utilizan las operaciones de divisién por la izquierda y por la derecha.
El nexo lo establece una versién de la teorfa de conjuntos residuados {véase
por ejemplo {11]).

Recordemos que en el conjunto BASCAT™, el ideal, principal generado
por una cierta categoria, z, contiene a todas las categorias que son compa-
tibles con = pero que estdn m4s especificadas. Cuando afirmamos que una
cierta cadena de simbolos pertenecen a dicha categoria, z, en realidad esta-
mos indicando que hasta el momento actual tenemos poca informacién pero
que, conforme vayamos afiadiendo informacién, iremos descendiendo por las
categorias pertenecientes al ideal, principal generado por dicha categoria z.
Con esta idea hemos definido el conjunto C.A7T formado por los ideales,, de
BASCAT™*.

Este mecanismo de las restricciones gramésticales que nos hacen descen-
der por los elementos de un conjunto ordenado obteniendo la informacién
més y mds definida, recuerda, en cierta manera, a la antigua idea filosofica
de que el significado lo vamos obteniendo por exclusién de lo que no es.

150
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En nuestro caso el resultado seria todo un conjunto de categorfas que son
compatibles con la informacién proporcionada y de donde se han excluido
todas aquellas que son incompatibles.

Es bien conocido que las GC tienen una posible interpretacién algebraica.
La pregunta inmediata es: jPodriamos utilizar el mismo modelo algebraico,
obtenido en la seccién anterior para las GIC, como fundamentaclén alge-
braica de las GC?.

La respuesta es que SI PERO a cambio de restringirnos a aquel subcon-
junto de las GIC que cumplan los requisitos descritos més adelante en esta
misma seccién.

Ahora, siguiendo a Moortgat y Oehrle [11] construiremos las GC a partir
del modelo algebraico anterior. Adviértase que la construccién difiere de la
realizada en [11] debido a la estructura en forma de dominio de Scott de
nuestro conjunto BASCAT™.

DEFINICION 1 (producto) Definiremos as? el producto (® ) en el con-
junto de categorias CAT:
Dados X,)Y € CAT, XY =A({z-y|ze X, yeY})

Donde hemos utilizado la notacion: Ideals generado por(e) = A(a)

Notar la diferencia que existe con la definicién que se suele hacer del
producto en las GC, véase por ejemplo Lambek [9] o Moortgat y Oehrle
(11], ¥ que es como sigue:

Dados X,Y € CAT, X®Y ={z-ylze X, yeY}

La diferencia estriba en que, en la definicién habitual, el conjunto de
categorias BASCAT™ no tiene ninguna estructura interna mientras que en
nuestro caso mantiene una estructura de dominio de Scott.

LEMA 1 (isotonia del producto) El producto es isétono Tespecto a la
relacion de orden establecida en CAT mediante la inclusién. EBs decir, s
B CC, entonces X@ BC X ®C, y andlogamente B X CC® X.

La demostracién de la isotonicidad es como sigue: Supongamos dos
idealesy Y,Y' € CAT tales que Y C Y’; entonces, como CAT estd orde-
nado por la relacién de inclusién, Vy € Y, se cumple que y € Y’; de aqui
podemos deducir que {z -y |z e X, yeY'} C{z-y' |z€ X, ¥ €Y'}, Io
cual implica que Af{r-y|zeX, yeY}CA{z-yjzeX, ¥y e€Y'}; es
decir, que X ®Y C X ®Y”; y andlogamente para el producto por la derecha.

LEMA 2 (asociatividad del producto) En el supuesto de gque la conca-
tenacion (-} en el conjunto BASCAT' sea asociativa, entonces el producto
(®) en el conjunto CAT tambien es asociativo.

Es decir: (X ®Y)®Z=X® (Y ®Z).
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La demostracién es como sigue: por la propia definicién del producto
de categorias V(zy)z € (X Q@Y)®Z = 3ry € X QY, Iz € Z tales que
(zy)z < zy - 2.

Tambien por la definicién del producto deducimos que: Vzy € X QY =
dre X, JyeY talesque zy < z-y.

Ahora tendremos también en cuenta que el producto es isétono y asocia-
tivo: (zy)z <zy-z<(z-y)z=2z-(y-2) EXQ(Y®Z). Yalser X@(Y ®2Z)
un ideal de aqui se deduce que V(zy)z € (XQY)RZ = (:r:y)z € X®(YRZ),
es decir que: (X QY)Q®ZC X QY ®2Z2).

La demostracién de (X @ Y)® Z 2 X ® (Y ® Z) es similar.

DEFINICION 2 (funciones coma) Ahora consideremos las dos siguien-
tes familias de funciones entre los conjuntos de ideales,: Dado un elemento
cualgquiera, X, del conjunto CAT, definiremos dos funciones

Ax :CAT — CAT

px :CAT — CAT

AxY)=XQY

px(Y)=YQ®X

LEMA 3 (isotonia de las funciones coma Ax y px) Estas funciones trans-
forman idegles, en ideales, (por construccion), y ademés son isdtonas res-
pecto a la relacion de orden definida en CAT por la inclusién. Es decir, st

B C C, entonces Ax(B) C Ax(C). Andlogamente para px.

La razén est4 en la isotonicidad del producto. Nos interesa ahora estudiar
si estas funciones tienen algiin tipo de inversa.

DEFINICION 3 (funciones residuo) Dado un elemento cualquiera, X,
de CAT, consideremos las dos funciones:
A :CAT — CAT
px : CAT — CAT
Definidas asi:
¥(¥)={2€BASCAT? |z € X talquez-z€Y}
Px(Y)={z € BASCAT™ |3z € X talquez-z €Y}

LEMA 4 Las imdgenes, bajo estas funciones, de un ideal, no pueden ser
vacias.

Por lo menos contienen al elemento L, ya que este pertenece a todos los
idealesa; ¥ para todo x € BASCAT™, secumplequez-1l =1 .z2=1.

LEMA 5 Debemos también comprobar gque las imdgenes de un ideal, som,
efectivamente, un ideal.
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Es decir, tomando un cierto z € A5 (Y'), eso implica que 3z € X tal que
z-z € Y; entonces Vz' tal que 2’ < z, debemos demostrar que z' € A% (V).
Demostracién: Por la isotonicidad del producto se debe cumplir que
z:2/<z-2; ycomoz-z €Y, quees un idealn, entonces también se debe
cumplir que z-2' € Y; lo cual implica (por la definicién) que 2’ € Ax(Y).

LEMA 6 (isotonicidad de las funciones X5, y p%) Las funciones A%,
Yy px, conservan el orden. Es decir, 5i B C C, entonces A (B) C A5 (C)

Demostracién: tenemos que por definicién A5 (B) ={z |3z e X, z-z ¢
B}. Entonces, si B C C, debe ocurrir que Vz € A¥(B), 3z € X tal que
-z € B, lo cual implica que -z € C, lo que a su vez implica que
z € A% (C); es decir, que A% (B) C A% (C), como queriamos demostrar.

DEFINICION 4 (divisién de categorias) Dados dos idegles, X,Y €
CAT; lamaremos X\Y al idealy A5 (Y).
Andlogamente, denominaremos Y/X al ideal, p5(Y).

DEFINICION 5 (funcion unidad) Definimos una funcién unidad 1o 41 :
CAT — CAT que transforma a cade categoric X € CAT en st misma
lear(X) = X. Esta funcidn tiene las propiedades:

Ax olear = Ax = lear © Ax,

pPx ©lear = px = lcar © px,

Ax olcar = Ay = lear o Xy,

px ©lear = px = lear o p¥k,

En el caso de que admitamos la categorfa ¢ € BASCAT como aquella
que no tiene representacién externa (la cadena vacfa) y que es el elemento
neutro para la concatenacién, y suponiendo que las restricciones jersrquicas
son tales que ro permiten a £ en el lado izquierdo de una regla gramati-
cal; entonces el idealy generado por £ forma una categoria sintéctica que
llamaremos € € CAT tal que lear = ) = Pe-

REQUISITO 1 (Regla de particién, splitting) Pediremos gue se cum-
pla que: (Ax o Ax) =1lcar , (p¥ o px) =lcar

O lo que es equivalente: X\(X ®Y)=Y; (Y®X)/X =Y

Ezigiremos que lo forma de las restricciones gramaticales sea tal gue la
estructura resullente cumpla esta regla. !

Asi ocurre en el caso de la mayorfa de las gramdticas independiente de
contexto que se utilizan en la prictica pero, en caso de tratarse de una gra-
mética sensible al contexto, este lema no se cumpliria en general sinc que
habria que imponerlo restringiendo la forma de las reglas jerdrquicas. Tam-
bién podria servir de criterio para clasificar la complejidad de las gramé4ticas.

!Notar que hemos utilizado ia siguiente notacién para la composicién de funciones:

(f o 9)(z) = flg(z)).
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REQUISITO 2 (Reglas de aplicacién directa e inversa) pediremos que:
(Ax 0 A%) =lcar , (pxop%) =lcar

O equivalentemente: X @ (X\Y)=Y; Y/ X)X =Y

También pediremos que la forma de las resiricciones gramaticales sea tal
que se cumpla este regla.

Existen muchas propiedades generales de la divisién que se utilizan en
las gramaticas categoriales y que se pueden deducir del modelo anterior,
constituyendo una fundamentacién algebraica de la teoria de gramiticas
categoriales.

LEMA 7 (Reglas de introduccién de la divisién) $i X @ Z C Y en-
tonces Z C X\Y
O equivalentemente: 51 Z @ X CY entonces ZCY/X

La demostracién es inmediata utilizando el requisito 1 anterior (regla de
particién): Ay o Ax = 1¢a7; asi como el lema 6 (propiedad de isotonicidad
de la funcién AY).

En efecto: si X ® Z = Ax(Z) C Y; aplicando ahora la funcién Ay
(que es is6tona) se debe cumplir que: A5 (Ax{Z)) = (A% ¢ Ax)(Z) =
A (Y)=X\Y.

LEMA 8 (Regla de elevacién de tipos) X = Z/(X\Z); X =(Z/X)\Z

Para Ja demostracién hay que notar que por el requisito 1 (regla de !
particién): px o px = lear © (Y ® K})/K =Y, y que por el requisito 2 ]
(regla de aplicacién inversa): px\z(X) =X ® (X\Z) = Z. Entonces: X = i
lear(X) = (Px\z °px\z)(X) = Px\z(PX\Z(X)) = Px\z(z) Z[(X\Z) !

Aniélogamente para la otra férmula.

Dejaremos para otros artfculos la demostracién del resto de las reglas
habituales en las gramdticas categoriales, asi como el estudio de las posibles
variaciones y parametrizaciones de la nueva teoria y, sobre todo, el papel del :
andlisis sintdctico en esta nueva extensién.

6 Conclusiones

Hemos descrito una extensién a las gramiticas categoriales GC<, que nos
permite pasar facilmente de una descripcién de un lenguaje basada en GIC
a otra basada en GC y que, lo més importante, nos mantiene la seméntica
(el modelo algebraico comiin). Esta extensién surgi6 al estudiar la relacién
entre ambas teorias.

Durante este estudio hemos encontrado dos razones que hacen que que
el formalismo de las gramdticas categoriales sea mis deb11 que el de las
graméticas independientes de contexto:
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o Existe un fenémeno de jerarguia que est4 presente en las GIC Pero que
falta en las GC. Sin embargo se puede obtener el mismo efecto en las
GC por el mecanismo de definir una relacién de orden parcial en el
espacio de categorias sintscticas, tomar los ideales, como los elementos
de un nuevo espacio, y las reglas de una GIC como relaciones de orden
entre categorias. Asi se refleja la naturaleza incompleta, basada en
restricciones y basada en herencia de la informacién lingifstica.

» Las GIC son m4s potentes que las GC debido 2 que las primeras pue-
den ser utilizadas para definir lenguajes sin ningiin sentido lingiiistico.
Es decir, las GIC no discriminan entre gramaticas significativas y gra-
méticas no-significativas. Pero esto no es una caracterfstica deseable
de un formalismo. Lanzamos la conjetura (que debe ser confirmada o
rechazada por estudios posteriores) de que las GC< (GC aumentadas
con una relacién de orden parcial) describen, a un subconjunto de las
GIC y GSC que son lingiifsticamente significativas.

Tambien hemos desarrollade un modelo matematico comiin a cierto sub-
conjunto de las GIC y a las GC< comprobando, de esta forma, la equivalen-
cia en poder generativo fuerte de ambos formalismos. Este modelo puede
ser interpretado como una fundamentacién algebraica de las GCc, con una
clara inspiracién intuitiva. Pero algunas de las propiedades deben ser im-
puestas (y no deducidas del modelo). Esto estd de acuerdo con la idea de
que las GIC son un formalismo demasiado potente y que debe ser limitado.
Solo deberiamos tener en cuenta aquellas gramiticas que cumplan ciertos
requisitos.

La relacién de orden est4 definida mediante dos teorias diferentes: Una
teoria de la légica subyacente a la operacién de concatenacién de estructu-
ras sintdcticas; y otra teoria jerdrquica que refleja conocimientos sint4cticos
especificos de la lengua concreta que estemos considerando.

Finalmente apuntamos la posibilidad de construir un modelo dnico a
todas las gramdticas sintagm4ticas significativas (cualquiera que sea el for-
malismo gramatical en que estén escritas). Este modelo vendria parametri-
zado por las propiedades matemaéticas de la estructura algebraica del espacio
de categorfas, dando un paso més en la direccién de desarroliar una teoria
légico—algebraica avanzada de las gramaéticas formales.
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